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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Un ensemble E, muni d’une addition et d’une multiplication
externe par des nombres réels est un espace vectoriel sur R si
les deux opérations vérifient :
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Propriété de I'addition
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Propriété de I'addition

» VU,v,weE U+V)+W=0+(V+W)
» VU,VeE U+v=v+u
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Propriété de I'addition

» VU,v,weE U+V)+W=0+(V+W)
» VU,VEE : Ud+v=v+u
» 30eE : VOieE :0+0=0+0=10
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Espaces vectoriels Définition d’un espace vectoriel

Espaces vectoriel, définition
Propriété de I'addition

» VU,v,weE : U+V)+W=0+(V+W)

» VU,VEE : U+v=v+a

»30€E . ViueE :0+u=0+0=0

» VO €E,AVeEE (noté: ) telque: U+vV=v+0=0
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Propriétés de la multiplication externe

> VieE, Va,BeR :a.(B.0)=oap.(0)
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Propriétés de la multiplication externe

> VieE, Va,BeR :a.(B.0)=oap.(0)

» VieE :1.u=1
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Relation de I'addition et de la multiplication externe

» VieE, Va,BeR :(a+p)u=a.tu+p.U
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Définition d’un espace vectoriel
Espaces vectoriel, définition

Relation de I'addition et de la multiplication externe

» VieE, Va,BeR :(a+p)u=a.tu+p.U

» VU, VeEE, VaeR :or.(U+\'/’):o(.U+or.\'/’
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Sous-espace vectoriel
Sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel et F C E une partie non-vide de E.
F est un sous-espace vectoriel de E, si :

» U,VveF = 0+ VeF (stabilité par addition)

ﬁ PARIS DESCARTES



Sous-espace vectoriel
Sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel et F C E une partie non-vide de E.
F est un sous-espace vectoriel de E, si :

» U,VveF = 0+ VeF (stabilité par addition)

»UeF, aeR = a.Ue€F (stabilité par multiplication
externe)
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
Combinaisons linéaires

SOitf":{U]_,UZ,--- IUI‘]}
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
Combinaisons linéaires

Soit F = {U]_, Uz, ey, Un} = {Uf}ISiSN'
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
Combinaisons linéaires

Soit F={Uy,Up,...,Up} = {U;}1<j<p, une famille de vecteurs
d’un espace vectoriel E,
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
Combinaisons linéaires

Soit F={Uy,Up,...,Up} = {U;}1<j<p, une famille de vecteurs
d’'un espace vectoriel E, on appelle combinaison linéaire des
vecteurs U; (ou combinaison linéaire de la famille F),

le vecteur v :
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
Combinaisons linéaires

Soit F={Uy,Up,...,Up} = {U;}1<j<p, une famille de vecteurs
d’'un espace vectoriel E, on appelle combinaison linéaire des
vecteurs U; (ou combinaison linéaire de la famille F),

le vecteur v :

n
V=00.0p + 0.0+ + Qp.Up = Y a.l; (o €R, 1<i<n)
i
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
" V4 yé ]
Partie géneratrice

Proposition : Soit F = {U;};<j<, une famille de vecteurs d’un
espace vectoriel E.
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
" V4 yé ]
Partie géneratrice

Proposition : Soit 7 = {U;};<j<, une famille de vecteurs d'un
espace vectoriel E.

L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de F, est
un sous-espace vectoriel de E.
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
" V4 yd ]
Partie géneratrice

Proposition : Soit 7 = {U;};<j<, une famille de vecteurs d'un
espace vectoriel E.

L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de F, est
un sous-espace vectoriel de E.

On note F = Vect (F)
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Combinaisons linéaires, partie génératrice
" V4 yd ]
Partie géneratrice

Proposition : Soit 7 = {U;};<j<, une famille de vecteurs d'un
espace vectoriel E.

L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de F, est
un sous-espace vectoriel de E.

On note F = Vect (F)
F est engendré par F, ou F est une partie génératrice de F.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Soit F = {U;}1<j<y une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel E.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Soit F = {U;}1<j<y une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel E.

On dit que la famille F est libre, si :

al.Ul—i—O{z.Uz—}—---—i—O{n.Un:ﬁ = 011:0{2:---:O(nzO
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Indépendance linéaire
Famille libre

Soit F = {U;}1<j<y une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel E.

On dit que la famille F est libre, si :

al.Ul—i—O{z.Uz—}—---—i—O{n.Un:G = 01:02:---:O(n:O

On dit aussi : les vecteurs U; (1 < i < n) sont linéairement
indépendants.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Soit F = {U;}1<j<y une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel E.

On dit que la famille F est libre, si :

al.Ul—i—O{z.Uz—}—---—i—O{n.Un:ﬁ = 011:0{2:---:O(nzO

On dit aussi : les vecteurs U; (1 < i < n) sont linéairement
indépendants.

Un famille qui n’est pas libre est dite liée.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

H - - - ’ . 4
Soit les vecteurs U, vV, w de I'espace vectoriel R" :

U=(2,0,3,0),v=(0,-1,0,0),#=(5-20,0)
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

H - - - ’ . 4
Soit les vecteurs U, vV, w de I'espace vectoriel R" :

U=(2,0,3,0),v=(0,-1,0,0),#=(5-20,0)

La famille U, v, W est libre.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

H - - - ’ . 4
Soit les vecteurs U, vV, w de I'espace vectoriel R" :

t=(2,03,0),v=(0,-1,0,0),w=(5,-2,0,0)
La famille U, v, W est libre.

Soienta,B,y€Rtels que: a.li+B.V+7y.w=0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

H - - - ’ . 4
Soit les vecteurs U, vV, w de I'espace vectoriel R" :

U=(2,0,3,0),v=(0,-1,0,0),#=(5-20,0)

La famille U, v, W est libre.

Soienta,B,y€Rtels que: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
20+5y = 0
—-B-2y = 0
3a =0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

H - - - ’ . 4
Soit les vecteurs U, vV, w de I'espace vectoriel R" :

t=(2,03,0),v=(0,-1,0,0),w=(5,-2,0,0)
La famille U, v, W est libre.

Soienta,B,y€Rtels que: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
20+5y = 0
—-B-2y = 0
3a =0

Donca=B=7=0
E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Soit la famille F = {T(X) = X*, ¥(X) = X(X — 1), W(X) = (X — 1)*}
dans I'espace vectoriel R,[X] des polyn6mes de degré
inférieur ou égal a 2.
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Famille libre

Exemple

Indépendance linéaire

Soit la famille F = {T(X) = X*, ¥(X) = X(X — 1), W(X) = (X — 1)*}
dans I'espace vectoriel R,[X] des polyn6mes de degré
inférieur ou égal a 2.

La famille F est linéairement indépendante.
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Espaces vectoriels

Famille libre

Exemple

Indépendance linéaire

Soit la famille F = {T(X) = X*, ¥(X) = X(X — 1), W(X) = (X — 1)*}
dans I'espace vectoriel R,[X] des polyn6mes de degré
inférieur ou égal a 2.

La famille F est linéairement indépendante.

Soient a, B,y € R tels que : a.TU(X) + B.V(X) + v.W(X) =0

E PARIS DESCARTES
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Famille libre

Exemple

Indépendance linéaire

Soit la famille F = {T(X) = X*, ¥(X) = X(X — 1), W(X) = (X — 1)*}
dans I'espace vectoriel R,[X] des polyn6mes de degré
inférieur ou égal a 2.

La famille F est linéairement indépendante.

Soient a, B,y € R tels que : a.TU(X) + B.V(X) + v.W(X) =0
Alors :

a+B+y = 0
B+2y =0
Y =0

E PARIS DESCARTES
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Soit la famille F = {T(X) = X*, ¥(X) = X(X — 1), W(X) = (X — 1)*}
dans I'espace vectoriel R,[X] des polyn6mes de degré
inférieur ou égal a 2.

La famille F est linéairement indépendante.
Soient a, B,y € R tels que : a.TU(X) + B.V(X) + v.W(X) =0
Alors :

a+B+y =
B+2y
'Y =

0
0
0

Donca=B=7=0
E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IR soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3), w= (2,5).
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.

Soienta,B,y<€Rtelsque: a.li+B.V+7y.w=0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.
Soienta,B,y<€Rtelsque: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
a+pB+2y =0
—-a+3B+5y = 0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.
Soienta,B,y<€Rtelsque: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
a+pB+2y =0
—-a+3B+5y = 0

E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.
Soienta,B,y<€Rtelsque: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
a+p+2y =0
—-a+3B+5y = 0

v

NI

U+

Bl

Donca=-3,6=-2,Yy=1 et:i=
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Dans I'espace vectoriel IRZ, soit la famille de vecteurs :
u=(1,-1),v=(1,3),w=(2,5).

La famille {T, v, W} est liée.
Soienta,B,y<€Rtelsque: a.li+B.V+7y.w=0

Alors :
a+p+2y =0
—-a+3B+5y = 0

i_l 7_1 o '_‘—l_‘ Z_.
Donca=—-3,6=-7,Y=1 et:w=3.0+3V

Remarque : Quand une famille est liée, on peut exprimer des
vecteurs de la famille comme combinaison linéaire des autres.
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Espaces vectoriels Indépendance linéaire

Famille libre
Exemple
Soit la famille F = {T(X) =X* +1,9(X) =X* = 1, W(X) = X"}
dans I'espace vectoriel R;[X].
H PARIS DESCARTES



Espaces vectoriels

Famille libre

Indépendance linéaire

Exemple
Soit la famille F = {T(X) =X* +1,9(X) =X* = 1, W(X) = X"}
dans I'espace vectoriel R;[X].
La famille F est liée.
H PARIS DESCARTES



Espaces vectoriels

Famille libre

Exemple

Indépendance linéaire

Soit la famille F = {T(X) =X* +1,9(X) =X* = 1, W(X) = X"}
dans I'espace vectoriel R;[X].

La famille F est liée.

Soient a, B,y €R tels que : a.U(X) + B.V(X)+v.W(X) =0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Soit la famille F = {T(X) =X* +1,9(X) =X* = 1, W(X) = X"}
dans I'espace vectoriel R;[X].

La famille F est liée.

Soient a, B,y €R tels que : a.U(X) + B.V(X)+v.W(X) =0

Alors :
a+B+y = 0
a-p =0

E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Soit la famille F = {T(X) =X* + 1, 9(X) =X* = 1, W(X) = X"

dans I'espace vectoriel R;[X].

}

La famille F est liée.

Soient a, B,y €R tels que : a.U(X) + B.V(X)+v.W(X) =0
Alors :
a+B+y = 0
{a—,B =0

Donca==——

N =

E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Exemple

Soit la famille F = {T(X) =X* +1,9(X) =X* = 1, W(X) = X"}
dans I'espace vectoriel R;[X].

La famille F est liée.

Soient a, B,y €R tels que : a.U(X) + B.V(X)+v.W(X) =0
Alors :

a+B+y = 0

{a—,B =0

Y
Donca=F=—-—
B 2

Enprenanty=-2: U(X)+V(X)-2w(X)=0
E PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Famille libre

Remarques

Soit F = {U;}1<j<n, une famille libre dans un espace vectoriel E.
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Indépendance linéaire
Famille libre

Remarques

Soit F = {U;}1<j<n, une famille libre dans un espace vectoriel E.

»Vi(l<i<n), 0 #0
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Indépendance linéaire
Famille libre

Remarques

Soit F = {U;}1<j<n, une famille libre dans un espace vectoriel E.
»Vi(l<i<n), 0 #0
> Sii), O #0;

H PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

On appelle base d’un espace vectoriel, une famille de
vecteurs, B, a la fois libre et génératrice.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

r . 2 . - -
Dans I'espace vectoriel R”, la famille B={&;,&,}, avec:

é;=(1,0)eté&,=(0,1),
est une base de [Riz.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

r . 2 . - -
Dans I'espace vectoriel R”, la famille B={&;,&,}, avec:

é;=(1,0)eté&,=(0,1),
est une base de [Riz.

» B est libre : si a.8; + 8.8, =0, alors :

(56

H PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

r . 2 . - -
Dans I'espace vectoriel R”, la famille B={&;,&,}, avec:

é;=(1,0)eté&,=(0,1),
est une base de [Riz.

» B est libre : si a.8; + 8.8, =0, alors :
a =0
B =0

» B est génératrice : sitl=(xy,y,), Xu.Yu€R
et: U :XU'él +yu.é2
ﬁ PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel IRZ, la famille B= {U;,U,}, avec:
Uy =(1,2)etl,=(-2,3),
est une base de R,
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel IRZ, la famille B= {U;,U,}, avec:
Uy =(1,2)etl,=(-2,3),
est une base de R,

» 3 est libre : si a.U; + 8.0, =0, alors :

a-2 =0
{2a+3B =0

Donc:a=8=0

ﬁ PARIS DESCARTES



_____ FEspacesvectories | Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel IRZ, la famille B= {U;,U,}, avec:
Uy =(1,2)etl,=(-2,3),
est une base de R,

» 3 est libre : si a.U; + 8.0, =0, alors :

a-28 = 0
20+38 = 0
Donc:a=8=0
» B est génératrice : si  V=(x,,Y,), alors:
V:M.UIJF%.UZ

ﬁ PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_gjegré_.inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_glegré_‘inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :

HX) =1, LX) =X, H(X) =X, F(X) =X
est une base.

ﬁ PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_glegré_‘inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :

HX) =1, LX) =X, H(X) =X, F(X) =X
est une base.

» B est libre : si ag.fo(X) + aq.F1(X) + o5.F(X) + a3.f5(X) = 0,
alors :
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_glegré_‘inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :

HX) =1, LX) =X, H(X) =X, F(X) =X
est une base.

» B est libre : si ag.fo(X) + aq.F1(X) + o5.F(X) + a3.f5(X) = 0,
alors : , 3
O+ a1 X+ ao,X +a3X =0
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_glegré_‘inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :

HX) =1, LX) =X, H(X) =X, F(X) =X
est une base.

» B est libre : si ag.fo(X) + aq.F1(X) + o5.F(X) + a3.f5(X) = 0,
alors : , 3
O+ a1 X+ ao,X +a3X =0

donc: opg=a;=a,=0a3=0
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Exemple

Dans |'espace vectoriel des poLyném_gs de_glegré_‘inférieur ou
égal a 3, R3[X], la famille B = {fy(X), f1(X), f,(X), f5(X)} avec :

HX) =1, LX) =X, H(X) =X, F(X) =X
est une base.

» B est libre : si ag.fo(X) + a1.F1(X) + 02. 5 (X) + a3.75(X) = 0,
alors :
og + a1 X + O{2X2 + O(3X3 =0
donc: opg=a;=a,=0a3=0
» B est génératrice puisque tout polyndme de degré au
plus 3, s’'écrit :
O+ a1 X + a2X2 + O{3X3
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Théoreme : Si un espace vectoriel possede une partie

génératrice a n éléments, toute partie ayant au moins n+1
éléments est liée.

ﬁ PARIS DESCARTES
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Théoreme : Si un espace vectoriel possede une partie

génératrice a n éléments, toute partie ayant au moins n+1
éléments est liée.

(Théoréme admis)
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Théoreme : Si un espace vectoriel possede une partie
génératrice a n éléments, toute partie ayant au moins n+1
éléments est liée.

(Théoréme admis)

Corollaire : Dans un espace vectoriel, E, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments.

E PARIS DESCARTES
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Démonstration du corollaire

Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.
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Démonstration du corollaire

Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.

B; est libre et B, génératrice,
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Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.

B; est libre et B, génératrice, donc : n; < n,
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Démonstration du corollaire

Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.
B; est libre et B, génératrice, donc : n; < n,

B, est libre et B; génératrice,
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Démonstration du corollaire

Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.
B; est libre et B, génératrice, donc : n; < n,

B, est libre et B; génératrice, donc : n, <n;
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Démonstration du corollaire

Soit B; une base de cardinal n; et B, une base de cardinal n,.
B; est libre et B, génératrice, donc : n; < n,
B, est libre et B; génératrice, donc : n, <n;

ny=n;
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Théoreme : Si un espace vectoriel possede une partie

génératrice a n éléments, toute partie ayant au moins n+1
éléments est liée.

(Théoréme admis)

Corollaire : Dans un espace vectoriel, E, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments.

Ce nombre s’appelle la dimension de |'espace vectoriel E.

E PARIS DESCARTES


http://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Ycart/mel/df/node5.html

Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Théoreme : Si un espace vectoriel possede une partie
génératrice a n éléments, toute partie ayant au moins n+1
éléments est liée.

(Théoréme admis)

Corollaire : Dans un espace vectoriel, E, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments.

Ce nombre s’appelle la dimension de |'espace vectoriel E.

Notation : dimE
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :

» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.

» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.

» Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
» Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.

» Toute famille contenant moins de n vecteurs n’est pas
génératrice.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
» Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.

» Toute famille contenant moins de n vecteurs n’est pas
génératrice.

Autre expression :
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
» Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.

» Toute famille contenant moins de n vecteurs n’est pas
génératrice.

Autre expression :
» Une base est une famille libre maximale
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Propriétés des bases d'un espace vectoriel

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
» Toute famille libre de n vecteurs est une base.
» Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.
» Toute famille contenant plus de n vecteurs est liée.

» Toute famille contenant moins de n vecteurs n’est pas
génératrice.

Autre expression :
» Une base est une famille libre maximale

» Une base est une partie génératrice minimale
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

. n
Les espaces vectoriels R

Les espaces vectoriels R” sont de dimension n.
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

. n
Les espaces vectoriels R

Les espaces vectoriels R” sont de dimension n.
Les familles B= {&;} ou :
g = (0,...,0,1,0,...,0)
T

i-ieme position

sont des bases de R
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

. n
Les espaces vectoriels R

Les espaces vectoriels R” sont de dimension n.
Les familles B= {&;} ou :
g = (0,...,0,1,0,...,0)
T
i-ieme position
sont des bases de R”

On les appelle les bases canoniques de R"
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Unicité de I’écriture dans une base

Proposition : Soit une base B = {&;};<j<, Une base d’un
espace vectoriel E de dimension n.
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Base d’un espace vectoriel

Unicité de I’écriture dans une base

Indépendance linéaire

Proposition : Soit une base B = {&;};<j<, Une base d’un
espace vectoriel E de dimension n.

Tout vecteur U € E s’écrit de maniére unique :

n
-
u= E o{,-.é,-
i=1
S5 bARis De<caTes
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Indépendance linéaire
Base d’un espace vectoriel

Unicité de I’écriture dans une base

Proposition : Soit une base B = {&;};<j<, Une base d’un
espace vectoriel E de dimension n.

Tout vecteur U € E s’écrit de maniére unique :

U= Zo{,-.é,-

n
i=1

Les scalaires a; s’appellent les coordonnées de U dans la
base B

H PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F £ {0} un
sous-espace vectoriel de E.

» Toute famille libre de F est libre dans E.

H PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F £ {0} un
sous-espace vectoriel de E.

» Toute famille libre de F est libre dans E.

» Soit p le nombre de vecteurs d’une famille maximale libre,
B, de F :
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Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F £ {0} un
sous-espace vectoriel de E.

» Toute famille libre de F est libre dans E.

» Soit p le nombre de vecteurs d’une famille maximale libre,
B, de F :

1. Bestune base de F
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Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F £ {0} un
sous-espace vectoriel de E.

» Toute famille libre de F est libre dans E.

» Soit p le nombre de vecteurs d’une famille maximale libre,
B, de F :

1. Bestune base de F
2. p<n
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Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F £ {0} un
sous-espace vectoriel de E.

» Toute famille libre de F est libre dans E.

» Soit p le nombre de vecteurs d’une famille maximale libre,
B, de F :

1. Bestune basedeF
2. p<n
3. Sip=n, Bestune basede Eet F=E.
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Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréeme : Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel E, de dimension n :

1. dimF <dimE
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Indépendance linéaire
Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréeme : Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel E, de dimension n :

1. dimF <dimE
2. dmF=dimE = F=E
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg
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Espaces vectoriels

Indépendance linéaire

Théoreme de la base incomplete
Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg

Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.

ﬁ PARIS DESCARTES
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg

Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.

On pose F = Vect (B).
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg
Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.

On pose F = Vect (B).
» Si F=E, B est la base cherchée.
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg
Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.
On pose F = Vect (B).

» Si F=E, B est la base cherchée.

> SiF£AE, 3dgeGtelqueg¢éF.
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg

Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.

On pose F = Vect (B).
> Si F=EFE, B est la base cherchée.
> SiF£AE, 3dgeGtelqueg¢éF.
Alors, Bu {g} est libre, contient B et est contenue dans LU G
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Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg

Parmi toutes les familles libres contenant £ et incluses dans LU g, soit B
une partie maximale.

On pose F = Vect (B).
> Si F=EFE, B est la base cherchée.
> SiF£AE, 3dgeGtelqueg¢éF.
Alors, Bu {g} est libre, contient B et est contenue dans LU G

donc B n’est pas maximale
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Soit une famille 7 = {U;}1<j<, de vecteurs d'un espace
vectoriel E de dimension n > p.
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Soit une famille 7 = {U;}1<j<, de vecteurs d'un espace
vectoriel E de dimension n > p.

On appelle, rang de la famille 7, la dimension du sous-espace
vectoriel F engendré par F.
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Proposition : On ne change pas le rang d’une famille de

vecteurs si :
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Proposition : On ne change pas le rang d’une famille de
vecteurs si :

» On permute les vecteurs
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Proposition : On ne change pas le rang d’une famille de
vecteurs si :

» On permute les vecteurs
» On multiplie I'un d’entre eux par un réel non-nul.
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Proposition : On ne change pas le rang d’une famille de
vecteurs si :

» On permute les vecteurs
» On multiplie I'un d’entre eux par un réel non-nul.

» On ajoute a I'un d’entre eux par une combinaison linéaire
des autres.

ﬁ PARIS DESCARTES



Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Calcul

Calculer le rang de la famille de vecteurs :
0=(1,2,3),v=(0,2,1), #=(2,6,7)
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Calcul

Calculer le rang de la famille de vecteurs :
0=(1,2,3),v=(0,2,1), #=(2,6,7)

= (1,2
(0,2
= (2,6

7

SIS
I
\ll—'/ (OV)

~
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Calcul

Calculer le rang de la famille de vecteurs :
0=(1,2,3),v=(0,2,1), #=(2,6,7)

ug = (1,2,3)
v = (0,2,1)
w = (2,6,7)
On remplace W par w — 20 :
u = (1,2,3)
v = (0,2,1)
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Indépendance linéaire
Rang d'une famille de vecteurs

Calcul

Calculer le rang de la famille de vecteurs :
0=(1,2,3),v=(0,2,1), #=(2,6,7)

ug = (1,2,3)
v = (0,2,1)
w = (2,6,7)
On remplace W par w — 20 :
u = (1,2,3)
v = (0,2,1)

rg( Vect(d, v, #)) = 2

ﬁ PARIS DESCARTES



Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E

Soientt,veF;+F,etaeR
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E

Soientt,veF;+F,etaeR

- -

> 301,\716"—1 etaaz,VZEFz ZU:U1—|—U2 etV:V1+V2
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}
Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E
Soientt,veF;+F,etaeR

> 301,\716"—1 etaaz,VZEFz ZU:U1—|—U2 etV: 1
> O+ V= (U1 +Up)+ (Vy + V) = (U1 + V1) + (U + V)
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E

Soientt,veF;+F,etaeR
> 301,\716"—1 etaaz,VZEFz ZU:U1—|—U2 etv= 1
> O+ V= (U1 +U2)+ (V1 +V2) = (U1 + V1) + (02 + 73)
>U]_—f—\-;]_GF]_ et Uz+\72€F2
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E

Soientt,veF;+F,etaeR
>E|U1,\'/'1€F1et5|l']2,\72€F2 ZU:U1+U2etV: 1
+V = (U1 +Tp) + (V1 +Vy) = (U1 + V1) + (U + V3)
1+V,€F; et U,+V,€F,

>

L

>

v
Q

U= O{.(Ul +Uz) = G.U]_ +G.U2
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E.

Onpose:Fi+F,={Ude€E|U=0U,+U, U €Fetl,eF,}

Proposition : F; + F, est un sous-espace vectoriel de E

Soientt,veF;+F,etaeR
> 301,\716"—1 etaaz,VZEFz ‘U=
> U+ V= (Uy+Uy)+ (V1 +Vy) = (
u

> 1+\71€F1 et Uz+\72€F2

= O{.(Ul +U2) = G.U]_ +G.U2
1€F1 et a.azer

A\
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Somme de sous-espaces vectoriels
N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F5.
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Somme de sous-espaces vectoriels
N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F5.

- -

VYUe€E, qtu, €F, U, €F, :U=10U; + U,
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Somme de sous-espaces vectoriels
N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F>.

- -

VUGE, EIUleFl aazer ZU:U1+U2
Proposition : La décomposition U = U; + U, est unique si, et
seulement si, F;NnF, = {0}
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Somme de sous-espaces vectoriels
N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F>.

VUGE, HU]_GF]_ 3U2€F2 ZU:U1—|—UZ

Proposition : La décomposition U = U; + U, est unique si, et
seulement si, F;NnF, = {0}

1. SoitTUeF,NF,: O=
]
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Somme de sous-espaces vectoriels
N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F>.

VUGE, EIUleFl aazer ZU:U]_+02
Proposition : La décomposition U = U; + U, est unique si, et
seulement si, F;NnF, = {0}

1. SoitGeF, NF, :

donc:0=0etF;
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N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F>.

- -

VUGE, EIUleFl aazer ZU:U1+U2
Proposition : La décomposition U = U; + U, est unique si, et
seulement si, F;NnF, = {0}

1. SoitieFynF,: U=0+0 OeF, O€F,
u=0+0 OeF, UeF,
donc:0=0etF,nF,={0}
2. SiF,nF,={0}, supposons :
U:U1+U2:V1+V2, Ul,VleFl, Uz,VzEFZ
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N [ ’ 1 " Ve
Condition d’unicité

Soit E un espace vectoriel et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E=F; + F>.

- -

VUGE, EIUleFlflflzGFz ZU:U1+U2
Proposition : La décomposition U = U; + U, est unique si, et
seulement si, F;NnF, = {0}

1. SoitieFynF,: U=0+0 OeF, O€F,
u=0+0 OeF, UeF,
donc:0=0etF,nF,={0}
2. SiF,nF,={0}, supposons :
U:U1+U2:V1+V2, Ul,VleFl, Uz,VzEFZ
Alors:Ul—\-/‘lzaz—VZGFlan:{G}
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Somme directe de sous-espaces vectoriels

Théoreme : Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels
d’'un espace vectoriel E tels que E=F; + F5, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition de tout U € E en somme U, + U,, avec
U, € F; et U, € F, est unique.
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Somme directe de sous-espaces vectoriels

Théoreme : Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels
d’'un espace vectoriel E tels que E=F; + F5, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition de tout U € E en somme U, + U,, avec
U, € F; et U, € F, est unique.

2. FlnFZZ{G}

ﬁ PARIS DESCARTES

Mathématiques et calcul 1



Somme de sous-espaces vectoriels
Somme directe de sous-espaces vectoriels

Théoreme : Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels
d’'un espace vectoriel E tels que E=F; + F5, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition de tout U € E en somme U, + U,, avec
U, € F; et U, € F, est unique.
2. Fl an == {6}

Dans ce cas, on dit que F; et F, sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E
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Somme directe de sous-espaces vectoriels

Théoreme : Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels
d’'un espace vectoriel E tels que E=F; + F5, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition de tout U € E en somme U, + U,, avec
U, € F; et U, € F, est unique.
2. Fl an == {6}

Dans ce cas, on dit que F; et F, sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E ou que E est somme
directe de F; et F,.
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Somme de sous-espaces vectoriels
Somme directe de sous-espaces vectoriels

Théoreme : Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels
d’'un espace vectoriel E tels que E=F; + F5, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition de tout U € E en somme U, + U,, avec
U, € F; et U, € F, est unique.
2. Fl an == {6}

Dans ce cas, on dit que F; et F, sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E ou que E est somme
directe de F; et F,.

Notation : E=F; @F,
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Somme de sous-espaces vectoriels
Existence d’'un supplémentaire

Théoreme : Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p
d’un espace vectoriel E de dimension n, tel que : FC E.
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Somme de sous-espaces vectoriels
Existence d’'un supplémentaire

Théoreme : Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p
d’un espace vectoriel E de dimension n, tel que : FC E.

Alors : F admet au moins un supplémentaire G dans E et :
E=FPG = dimE=dimF+dimG
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Somme directe

Exemple

Soit I'espace vectoriel R,

=(x,0)} =Rx {0}
(0,y)}={0} xR

F,=A{u
F,={v
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Somme directe

Exemple

Soit I'espace vectoriel R,

=(x,0)} =Rx {0}
(0,y)}={0} xR

F,=A{u
F,={v

1. F, et F, sont des sous-espaces vectoriels de R,
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Somme directe

Exemple

Soit I'espace vectoriel R,

=(x,0)} =Rx {0}
(0,y)}={0} xR

F,=A{u
F,={v

1. F, et F, sont des sous-espaces vectoriels de R,
2. R°=F, +Fy.
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Somme directe

Exemple

Soit I'espace vectoriel R,

F1—{U=(Xr0)}=|R>< {0}
={Vv=(0,y)} ={0} xR

1. F, et F, sont des sous-espaces vectoriels de R,
2. R°=F, +Fy.
3. F,nF, ={0}.
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Somme directe

Exemple

Somme de sous-espaces vectoriels

Soit I'espace vectoriel R,

F1={0=(x,0)} =Rx {0}
F;={v=(0,y)} = {0} xR

1. F, et F, sont des sous-espaces vectoriels de R,
2. R°=F, +Fy.
3. F,nF, ={0}.

R® =F1 ®F,

ﬁ PARIS DESCARTES
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Somme de sous-espaces vectoriels
Existence d’'un supplémentaire

Théoreme : Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p
d’un espace vectoriel E de dimension n, tel que : FC E.

Alors : F admet au moins un supplémentaire G dans E et :
E=FPG = dimE=dimF+dimG
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte
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Somme de sous-espaces vectoriels
Théoreme de la base incomplete

Théoreme : Soit E un espace vectoriel, £ une famille libre
dans E et G une famille génératrice de E.

Alors, il existe une base Bde Etelleque: LcBcLuUg
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

Il
A
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

p n-p
0=> afi+ > B
P =y
n=p
dlafieF et > BEeG,
i=1 j=1

H PARIS DESCARTES



Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

SiteFnG
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

P
SiteFnG U=). af;
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

P n-p
SiteFnG O=).aifi=> B8
i= j=1
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

P n-p
SiteFnG O=).aifi=> B8
i= j=1

P n—p
D.aifi= 2 BE =0
-1 =y
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Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

i=1
p n-p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

p n-p
SiteFnG O=).aifi=> B8
iz a
Zor,?, Zﬁje, 0 = Vij, o=p=0
P

H PARIS DESCARTES



Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Soit {f;, f, --+,f,} une basede F p<n.

Par le théoreme de la base incompléte :
3{8,, 8, -+, 8 _pttelsque: {f, F, -+, Ty, B, 8, -++,&,_p} soit une base de E.

G = Vect(8,, &, ---,&,_p), tout vecteur & € E s’écrit :

‘:1
Mn

af+ Y B
j=1

Il
A

i

p n=p
diafieF et Y @ eG donc:E=F+G
i-1 =

p n-p
SiteFnG O=).aifi=> B8
iz a
Zor,?, Zﬁje, 0 = Vij o=8=0 = FnG={0}
= =
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Proposition : Soit E un espace vectoriel et F et G deux
sous-espaces vectoriels de E.

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
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Proposition : Soit E un espace vectoriel et F et G deux
sous-espaces vectoriels de E.

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

» Soit H un supplémentaire de FNG dans G :
HNF=HN(FNG)= {0} donc: F+G=F®H
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Espaces vectoriels Somme de sous-espaces vectoriels

Proposition : Soit E un espace vectoriel et F et G deux
sous-espaces vectoriels de E.

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

» Soit H un supplémentaire de FNG dans G :
HNF=HN(FNG)= {0} donc: F+G=F®H

» dim(H) =dim(G) —dim(FNG) donc:
dim(F+G) = dim(F)+dim(H) = dim(F)+dim(G)—dim(FnH)
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